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КОВАРИАНТНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ 

И КОВАРИАНТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ, АССОЦИИРОВАННЫЕ 
С ПОВЕРХНОСТЬЮ ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВА 

 
Рассмотрена m-мерная поверхность в n-мерном проективном про-

странстве; найдены тождества Бианки при изучении фундаментально-
групповой связности. Доказано, что альтернированные ковариантные 
производные компонент объекта связности 1-го типа равны соответ-
ствующим компонентам тензора кривизны, а 3-го типа — нулю. 

 
The paper is concerned with m-dimensional surface in n-dimensional 

projective space. In studying fundamental-group connection Bianchi identi-
ties are found. It is proved that alternated covariant derivatives for the com-
ponents of the first type connection object are equal to the corresponding com-
ponents of the curvature tensor, and the ones of the third type vanish. 
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В проективном пространстве Pn рассмотрим m-поверхность mX  

(1  m  n) с уравнениями 

 
a  0, ja

ij
a
i   (i,...  1,..., m; a,...  m+1,..., n), 

где a
ij  — фундаментальный тензор поверхности, симметрический по 

нижним индексам. С учетом уравнений поверхности деривационные 
формулы подвижного репера R  {A, Ai, Aa} принимают вид 

 dA  A+ i Ai, dAi  Ai+ i A+ j
i Aj+ ja

ij Aa, dAa  Aa+ a A+ i
a Ai+ b

a Ab, 

причем уравнения [1] 

 id  j i
j , i

jd k
j i

k +k i
jk , id  j

i  j + j ij , 

a
bd     c a i a

b c bi , i
ad  j

a i
j +b

a i
b + j i

aj , ad i
a i + b

a b  (1) 

(i
jk         a i i i

jk a j k k j , ij  
a
ij a , a

bi   a
ij 

j
b  

a
b i , i

aj  
i
j a ) 

являются уравнениями главного расслоения G( mX ), ассоциированного 
с поверхностью. 

Связность в главном расслоении G(Xm) задается способом Лаптева — 

Лумисте с помощью формы i
i~ , где },,,,{ a

i
a

a
bi

i
j   — 

слоевая форма. Компоненты объекта фундаментально-групповой связ-
ности   { ,i

jk  ,, a
biij   ai

i
aj  , } удовлетворяют уравнениям [1] с тензор-

ным оператором : 
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 i
jk +i

jk 
i
jkl 

l , ij +  k
ij k +ij  ijk k , a

bi +a
bi  

a
bij 

j , 

 i
aj +  b i

aj b   i k
kj a +i

aj  
i
ajk k , ai +     j b

j ai bai    j
ji a  aij 

j .  (2) 

Структурные уравнения на компоненты формы связности   имеют вид 

  i
jd  k

j  i
k + i

jklR k l ,  id  j
i  j + ijkR  j k , 

  a
bd  c

b  a
c + a

bijR i  j ,  (3) 

  i
ad  j

a  i
j + b

a  i
b + i

ajkR  j k ,  ad  i
a  i + b

a  b + aijR i  j . 

Компоненты тензора кривизны R  { i
jklR , ijkR , a

bijR , i
ajkR , aijR } связности Г 

выражаются по формулам [1, 2] с альтернированиями 

 i
jklR  [ ]i

j kl  [ ] s i
j k s l , ijkR  [ ]i jk  [ ] l

i j l k , a
bijR  [ ]a

b ij  [ ] c a
b i c j , 

 i
ajkR  [ ]i

a jk  [ [] ]    l i b i
a j a jl k b k , aijR  [ ]a ij  [ [] ]    k b

a i a ik j b j  

и удовлетворяют уравнениям 

  , i i s
jkl jklsR R   ijkR + ,  l l

ijk l ijklR R   , a a k
bij bijkR R  

  i
ajkR + ,    b i i l i l

ajk b ljk a jklR R R   aijR + .      k b k k
aij k aij b kij a aijkR R R R

  
(4) 

Внося в уравнения (4) компоненты формы связности  , получим 

    i s i
jkl s jklR R ,  ijkR   l l ijkR ,    a k a

bij k bijR R , 

  i
ajkR   l i

l ajkR ,  aijR   k k aijR , 

где 
            i i s i i s i s i s

jkl jkl jkl s skl j jsl k jks lR dR R R R R , 

 ijkR            l l l l
ijk ljk i ilk j ijl k ijk ldR R R R R , 

            a a c a a c a k a k
bij bij bij c cij b bkj i bik jR dR R R R R , 

 i
ajkR                  i l i i b i l i l b i i l

ajk ajk l bjk a alk j ajl k ajk b ljk adR R R R R R R , 

 aijR                  b k k k b k
aij bij a akj i aik j aij k aij b kij adR R R R R R R

 
— 

ковариантные дифференциалы, а 

  i
s jklR         i t i i t i t i t

jkls jkl ts tkl js jtl ks jkt lsR R R R R , 

 l ijkR         s s s s
ijkl sjk il isk jl ijs kl ijk slR R R R R , 

  a
k bijR         a c a a c a l a l

bijk bij ck cij bk blj ik bil jkR R R R R , 

  i
l ajkR             i s i i b i s i s b i i s

ajkl ajk sl bjk al ask jl ajs kl ajk bl sjk alR R R R R R R , 

 
k aijR             b l l l b l

aijk bij ak alj ik aij jk aij lk aij bk lij akR R R R R R R  — 

ковариантные производные компонент тензора кривизны R. 
Замечание. Найденные ковариантные дифференциалы и ковари-

антные производные включают в себя тензорную и нетензорную (под-
черкнутую) части. 
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Дифференцируя уравнения (11) внешним образом, найдем соот-
ношение 0   ji k l

jklR , откуда [ ] 0i
jklR , или, учитывая кососиммет-

ричность тензора i
jklR  по индексам k, l, получим 

 { } 0i
jklR ,  (5) 

где фигурные скобки обозначают циклирование. Соотношение (5) на-
зывается первым тождеством Бианки (тождеством Риччи) в координат-
ном представлении. 

Дифференцируя структурные уравнения (3), найдем вторые тож-
дества Бианки в координатном представлении 

 { } 0 i
s j klR , { } 0 l i jkR , { } 0 a

k b ijR , { } 0 i
l a jkR , { } 0 k a ijR . 

Введем в рассмотрение форму кривизны { , , , , }      i a i
j i b a a  с 

компонентами 

    i i k l
j jklR ,    j k

i ijkR ,     ja a i
b bijR , 

    ji i k
a ajkR ,     ji

a aijR . 

Тогда структурные уравнения (3) можно записать в виде 

  i
jd  k

j  i
k +i

j ,  id    j
j ii ,  a

bd  b  a +a
b ,  (3) 

  i
ad  j

a  i
j + b

a  i
b +i

a ,  ad  i
a  i + b

a  b +a . 

Дифференцируя уравнения (3) внешним образом, получим тождества 

 i
jd  ,     i k k i

k j j k id  ,    j j
j ji i a

bd  ,     a c c a
c b b c  

 i
ad              j ji b i i i b

j a a b a j b a ,  (6) 

 ad             b i i b
a b a i i a b a . 

Тождество (61) — второе тождество Бианки для касательной линей-

ной кривизны; его можно записать в виде 0 i
jD , где D  — символ 

внешнего ковариантного дифференциала. Аналогично тождество (63) 
для нормальной линейной кривизны примет вид 0 a

bD . 
Остальные тождества (62, 64, 65) являются аналогами тождеств Биан-

ки, содержат как тензорные слагаемые так и нетензорные (подчеркну-
тые) и записываются в виде 0 iD , 0 i

aD , 0 aD . 
Из уравнений (2) найдем выражения для ковариантных производ-

ных компонент объекта связности , альтернируя которые, получим 

 [ [ [ [] ]] ]           i i s i a i i
l jkl j k j k ks l a lj k j lR , [ [ [] ] ]        l a

k ijk i j i ji j l k a kR , 

 [ [ [] ] ]        a a c a a k
j bij b i k ib i c j b jR ,  (7) 

 [ [ [ [] ] ] ]           i i l i b i i
k ajk a j a j ja j l k b k a kR , [ [ [] ] ]        k b

j aij a i a ia i k j b jR . 

Используя выражения (7), можно доказать следующие теоремы. 
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Теорема 1. Альтернированные ковариантные производные компонент объ-

екта индуцированной связности 1-го типа [2, с. 8690] 
01
  {

0
, i

jk

1 0
, ,  a

ij bi  
1 1

, i
aiaj } равны соответствующим компонентам индуцированного тензора 

кривизны, то есть справедливы равенства 
01 01 01

[ ]  j i ijR , или в подробной записи 

 
01 0 0

[ ]  i i
l jklj k R , 

01 1 1
][  i j ijkk R , 

01 0 0
[ ]  a a

j bijb i R , 

 
01 1 1

[ ]  i i
k ajka j R , 

01 1 1
][  a i aijj R . 

Теорема 2. В индуцированной связности 2-го типа [2, с. 95—98] 
02
  {

0
, i

jk  
2 0

, ,  a
ij bi  

2 2
, i

aiaj } справедливы равенства 
02 02

[ ] 0  j i , или подробно: 

 
02 0

[ ] 0  i
l j k , 

02 2 23
] ][ [   a

i j a kk i j D , 
02 0

[ ] 0  a
j b i , 

 
02 2 23

][ []   i i
a kk ja j D , 

02 2 0 23
] ][ [    b

a i b jj a iD . 

Равенство 0 тензора деформации 
23 2 3

   ai ai aiD  — аналитическое ус-
ловие совпадения индуцированных связностей 2-го и 3-го типов [3]. 

Теорема 3. Альтернированные ковариантные производные компонент 

объекта индуцированной связности 3-го типа [2, с. 95—98] 
03
  {

0
, i

jk  
2 0

, ,  a
ij bi

2 3
, i

aiaj } равны нулю, то есть справедливы равенства 
03 03

[ ] 0  j i , или в 

подробной записи 

 
02 0 03 0

[ [] ] 0,     i i
l lj k j k

03 2

][ 0,i jk  
02 0 03 0

[ [] ] 0,a a
j jb i b i     

03 2

[ ] 0,i
k a j  

03 3
][ 0.a ij    
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